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一 一元函数的法向量

对于一元函数 y = f(x)，其P的某一点坐标为 (x0, f(x0))，对应的法向量为 (f ′(x0),−1)。

首先我们知道该点的斜率为 f ′(x0)，即Q图中的切线高与长的比
∆y

∆x
为 f ′(x)：

所以我们可以取切线向量为 (1, f ′(x))。因为法向量垂直于切线向量，所以 n · (1, f ′(x)) = 0，所以

n = λ× (f ′(x),−1)，这里的 λ 可以取任意值。

二 二元函数法向量

对于二元函数 z = f(x, y)，某一点 (x0, y0, z0) 的法向量如Q图左，可以映射到 ZOY 平面P，如图右：



我们可以求其在 ZOY 平面P的函数变化率，也就是偏导 f ′

y(x0, y0)，得到法向量在 ZOY 平面的投影
(f ′

y(x0, y0),−1)。

同理，可以得到法向量在 ZOX 平面的投影为 (f ′

x(x0, y0),−1)，因此法向量我们就可以设置为：

(f ′

x(x0, y0), f
′

y(x0, y0),−1) (二.1)

三 空间曲面的法向量

空间曲面可以描述为 Φ(x, y, z) = 0，在某个微小区域 (x0, y0, z0) 附近，曲面可以看为平面，在这个小

区域中，设法向量为 n = (A,B,C)，所以 n · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0。

我们设通过点 (x0, y0, z0) 的某一条曲线的参数方程为：


















x = φ(t)

y = ψ(t)

z = ϕ(t)

(O.1)

3 1 参数曲线的切线

我们先研究这个曲线的切线。

设 p0 点对应于 t = t0 的曲线位置 (φ(t0), ψ(t0), ϕ(t0))，当 t = t0 +∆t 时，可以得到曲面另外一点 p1：

p1 = (x0 +∆x, y0 +∆y, z0 +∆z) (O.2)

已知空间两点 p0 和 p1，这两点构成的直线（其实就是曲线的割线）就可以计算出：

x− x0

(x0 +∆x)− x0
=

y − y0

(y0 +∆y)− y0
=

z − z0

(z0 +∆z)− z0
(O.3)

当 ∆t→ 0 时，割线会逐步趋近于切线。我们在分母P同时除以 ∆t，得到：

x− x0
∆x

∆t

=
y − y0

∆y

∆t

=
z − z0

∆z

∆t

(O.4)
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令 ∆t→ 0，得到切线方程：

x− x0

φ′(t0)
=
y − y0

ψ′(t0)
=
z − z0

ϕ′(t0)
(O.5)

切线方程需要保证偏导 φ′(t0)，ψ
′(t0), ϕ′(t0) 不全为 0。

3 2 曲面的切平面

由切线方程可知，切线向量为
(

φ′(t0), ψ
′(t0), ϕ

′(t0)
)

。

在整个曲面P，都有恒等式 F (φ(t0), ψ(t0), ϕ(t0)) = 0，对该式求 t = t0 处的全导数，可以得到：

F ′

x(x0, y0, z0)φ
′(t0) + F ′

y(x0, y0, z0)ψ
′(t0) + F ′

z(x0, y0, z0)ϕ
′(t0) = 0 (O.6)

由P式，我们提取 n =
(

F ′

x, F
′

y, F
′

z

)

，该向量与切向量垂直。

由于切线我们可以任取：

可知所有切线构成一个切平面（已知切平面法向量和平面P某个点 p0 就可以确定该平面）。而法线 n

就是该切平面的法向量，即曲面在该点处的法向量。

所以我们得到法向量的求法：

n =
(

F ′

x(x0, y0, z0), F
′

y(x0, y0, z0), F
′

z(x0, y0, z0)
)

(O.7)

我们还可以推导出前面得到的二元函数法向量，对于 z = f(x, y)，可以设函数 F (x, y, z) = f(x, y)−z =

0，从而求得法向量值。
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